Естественные науки 


УДК 514.76 

КЛАССИФИКАЦИЯ КОШИ-РИМАНА ДВУМЕРНОГО МНОГООБРАЗИЯ ПРЯМЫХ 
В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Е.Д. Глазырина 

Томский политехнический университет 
Е-таіІ: дІагігіпа@таіІ2000.ги 

В четырехмерном евклидовом пространстве рассматривается двумерное многообразие ІІ Ѵ прямых /(. С этим многообразием ин- 
вариантным образом ассоциируются двумерные многообразия Ѵ{ 2 и І/Д плоскостей Ѵ 2 и і{. Поэтому на многообразии возникают 
отображения между соответствующими плоскостями П 2 и Ц± Ѵ г (в каждом элементе 1 \ е 1/ 12 ). Каждое из этих отображений опреде- 
ляется системой двух неоднородных квадратичных функций с двумя неизвестными или соответствующей комплексной функци- 
ей. Рассматриваются случаи, когда указанные функции являются дифференцируемыми в смысле Коши-Римана или гармоничес- 
кими в некоторых или во всех точках соответствующих плоскостей Д 2 или і 2 . Доказывается существование указанных случаев. 


Обозначения и терминология в данной статье 
соответствуют принятым в [1]. 

Рассматривается четырехмерное евклидово 
пространство Е 4 , отнесенное к подвижному ортонор- 
мальному реперу К={А,ё і \ Ц,к,1= 1,2, 3,4) с дериваци- 
онными формулами и структурными уравнениями: 

с ІА = со’ё сіё = со к ё, 

. . ( 1 ) 

Об) ' = СО к Л ОУ[ , Оы[ = (о‘ к А (ОІ . 

Здесь 1 -формы (ОІ удовлетворяют соотношениям 

( ’О'І + со к = 0 , ( 2 ) 


оУ = А ъ а со а , со{ = А{ а со а => со 4 = -А 4 а оУ ; 

(сіл; -АХ +а>1 +(4% -4 )® 4 ) лй/ = О, 


М{ а -А{у +4Х чЛ 

г л©“ = 0, (4) 

+4АѴ ) 


(а,р,у =1,2; /, к = 1,2,3). 

Из (1) с учетом (3) замечаем, что с каждым эле- 
ментом /, 4 многообразия ІІ ]2 ассоциируется 3 -вектор 

[ф,ё 2 ,ё 3 ], (5) 


которые с учетом ( 1 ) вытекают из условия ортонор- 
мальности репера К: 


{е к ,е/\ = З к] = 


4 к = У 

[О, к * ], 


где символом {а, Ъ) обозначается скалярное произ- 
ведение векторов а шЬ пространства Е 4 . 

В пространстве Е 4 рассматривается многообра- 
зие [І ] 2 - двумерное многообразие прямых /, 4 . К это- 
му многообразию Ѵ\ 2 присоединим ортонормаль- 
ный репер К так, чтобы 

Ч =( А, ё 4 ). ( 3 ) 


В данной статье будет показана возможность 
применения результатов статьи [1] к многообразию 
[І ]2 в четырехмерном евклидовом пространстве Е 4 . 

Из (3) с учетом (1,2) следует, что на многообразии 
ІІ 12 выполняются дифференциальные уравнения: 


ортогональный вектору е 4 - направляющему векто- 
ру прямой /, 4 . 

Из Фё 4 = а> 4 ё / = А{ а о) а ё г получаем, что бивектор 

[А г 4Х ё г ;А>Х\ (6) 

параллелен касательной плоскости к сферическо- 
му изображению вектора ё 4 . 

Проведем такую канонизацию ортонормально- 
го репера Я, при которой 

А 4 А 4 

4=о«ю 4 3 =о,д= “ * о, (7) 

А 21 А 22 

что с учетом (4) и ( 1 ) приводит к следующим диф- 
ференциальным уравнениям: 

— +ГО4 А®, — О, 

(о) 

- Аур со 7 а - 4 со 7 р + XX со 4 ) л со р =0. 
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Из ( 8 ) замечаем, что канонизация ортонормаль- 
ного репера 5, осуществленная по формулам (7), 
существует в соответствии с [2]. Геометрически эта 
канонизация характеризуется тем, что вектор 

[< 2 ,,е 2 ] (9) 

параллелен бивектору ( 6 ). При этом из рассмотре- 
ния исключается случай 5=0, когда бивектор ( 6 ) 
является неопределенным. 

Из (5) и (9) следует, что 3-вектор [ё,,ё 2 ,ё 3 ] парал- 
лелен бивектору [ё,,ё 2 ], а вектор ё 3 ортогонален би- 
вектору [ё,,ё 2 ]. Поэтому плоскость 

4 = (А,Щ,ё 4 ) (10) 

проходит через прямую / 4 =( 44 ) параллельно век- 
тору е 3 . 

Проведем дальнейшую канонизацию ортонор- 
мального репера 5, при которой с учетом [ 1 1. (1.6), 
а также (7) и ( 8 ) имеем 

4 +4 =0,5 + О, (11) 

что приводит с учетом ( 1 ) к соотношениям: 
со 4 = А 4 со а , ( АА 4 - А 4 со р )л®° = 0. 


Из (10) и (11) в соответствии с [2] замечаем, что 
указанная канонизация ортонормального репера К 
существует. 

Каки в [1], см. [1] (5.2), находим уравнение фо- 
кусной коники Щ* плоскости Ц=(А,ё ь ё 4 )\ 


К? с ІІ : (АІ А 2 -АІ А 2 ) х а х р ■ 

2 2 ѵ аі РЗ аі 


+А“ х а +1 = 0, У =0. 

аа 


Отсюда получаем, что прямая /, 4 пересекает ко- 
нику Щ* в двух точках Х а с радиус-векторами 
Х а =А+( а ё 4 , где і а - корни квадратного уравнения: 

(4і4> _ 4г4і ) г + (4 + 4 ) г + 1 = 0- 


Отсюда следует, что при фиксации (11) точка А 
является серединой отрезка Х { Х 2 (центром луча / 4 ). 
При этом из рассмотрения исключается случай 
В^-ІАііАц+А 1 ^ ])=0, когда точки Х а являются, в 
соответствии с (7) и (11), бесконечно удаленными 
на прямой / 4 . 

Замечание 1. Так как точка А - центр луча / 4 , то 
каждое линейное подпространство 

Ь 2 — (А, е 4 , ё 2 ) , 4 — (А, е 2 , ё 3 ) => Г, сі 3 (12) 


геометрически характеризуется тем, что оно прохо- 
дит через точку А параллельно бивектору (9), 3-век- 
тору (5), соответственно. 

Из (10) и (12) следует, что с многообразием Ѵ І2 - 
двумерным многообразием прямых /, 4 =(Д,? 4 ) в Е 4 инва- 
риантным образом ассоциируются многообразия Ѵ 2 _ 2 и 
Ѵ\ ъ о которых идет речь в [1]. Поэтому к многообра- 
зию 4 можно применить классификацию Коши-Ри- 
мана многообразий Ку, о которой шла речь в [1]. 

Определение. Многообразием Ку, Ку, Ку, Ку 
следует называть многообразие Ѵ І Ъ у которого 
многообразия Ѵ 22 являются многообразиями Ку, 


Ку, Ку, Ку , соответственно, в смысле определе- 
ния (4.4) из [1]. Многообразие Ку, у которого в 
каждом элементе точка Р 1а (см. [1], (4.1)) совпадает 
с точкой А, называется многообразием 64- 

Теорема. Многообразие Щ существует и опреде- 
ляется с произволом одной функции двух аргументов. 

Доказательство. Проведем канонизацию орто- 
нормального репера К типа ([1], (6.3)), что в силу 
(7) и (1) приведет к соотношению 


Из ([1], (4.1, 2.6, 3. 1-3.3, 4.2)) и ( 8 ) с учетом оп- 
ределения (4.4) из [1] и определения (1) получаем, 
что многообразие Щ' определяется конечными со- 
отношениями: 

4 = 4 = о, 4 = 4 * о, в] = 4 =о, 

4 , = -Аі = -А, = А = с + о, (із) 

с 2 + 4>4, * о, л* + 4 + 4 2 + 4, = о, 


в силу которых с учетом соотношения со\=А] а со а на 
многообразии Щ' выполняются дифференциаль- 
ные уравнения: 

со 3 = 4 ® 1 , 0)А =А 2 со 2 , со 4 =0, 
с о 2 = С со' + А 2 2 со 2 , со 2 = А 21 со' — Ссо' , 

(14) 

со 4 = -Ссо' + А 4 2 со 2 ,со 4 = А 2 і со' + Ссо 2 , 
со 2 = А и со + А^со . 

Внешнее дифференцирование системы (13) и 
использование ( 1 ) приводит к дифференциальному 
уравнению 

сіА] = 4>“ (15) 

и к квадратичным уравнениям: 

АА\ і л со' - АС л со 2 = 4Ѵ л со 2 , 

АС л со' + АА 2 2 л со 2 = А 2 2 со' л со 2 , 

-АС л со 1 + йЦ 4 л со 2 = А 4 2 й)' а со 2 , 

АА 21 л со' +АС л со 2 = А 21 со' л со 2 , (16) 

АА 2 лсо' + АА 2 2 а со' = А[со' л со' , 


где 4 =(4 -4) +44 -(4) 2 4 -(4) 2 > 
4 =(4 -4) -44 +(4) 2 с+(4) 2 4, 

4 =-4(4-44 +40+ 

+с(4 + 4с + 44 ) - 4 + с4 , 

4 = с(- 24 - 44 + 4с) - 
-4(4+ 4с +44) +44, 

4 =с( 24 - 44+4о - 

-4(4 2 + 4с + 44 ) + 44 , 

4 =-4(4 -44+40 - 

-с( 24 + 4 с + 44 ) + 44 , 

4 =-4(4 -44+40 - 
-4(4 +4с+44)-(2с 2 +44 +44). 
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Внешнее дифференцирование ур. (15) с учетом 
(1) и ( 14) приводит к квадратичному уравнению 

сЦ 3 лю 1 + сЦ 2 лю 2 = Д 3 ю' лю 2 , (18) 

где 4 =-4(4 "44 +4^)- 

-4(4+44+44). 

Анализ квадратичных уравнений ( 16) с учетом (17) 
и (13) приводит к дифференциальному уравнению: 

<Ш = Н 1 со 1 +Н 2 ю 2 , (20) 

где Я = 4> + 4 = -Л 21 - Л 21 , 

#1=4+4 = 4( С + 4)> 

Н 2 = 4(4+24)+ (21) 

+4(4+4)(с-4)-4. 

Внешнее дифференцирование ур. (20) с учетом 
(1) приводит к квадратичному уравнению 


с/Я, лсо 1 +<7Я 0 лот =Я р й)' лсо 2 , ^22) 

где я 12 = -Я, (4 - 44 + 40 + 
+я 2 (4+4с+44). 

Таким образом, функции А{, С, А\ ь А 2І , А 4 и , А 4 2І , 
Ац, А 2 и , среди которых в силу (13, 15, 17, 20 и 21) бу- 
дет пять независимых, удовлетворяют пяти незави- 
симым квадратичным уравнениям - трем незави- 
симым в (16) и двум (18) и (22) с учетом (19) и (23). 
Поэтому в силу леммы С. В. Бахвалова [3] заключа- 
ем, что многообразие О" существует и определяет- 
ся с произволом пяти функций одного аргумента. 

Теорема доказана. 

Замечание 2. Поскольку многообразие Ц 12 / яв- 
ляется частным случаем многообразий Щ и ІІ\“ Ъ то 
эти многообразия существуют. Вопрос о существо- 
вании многообразия Щ“ будет предметом особого 
рассмотрения. 
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